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Kapitola 11

Priklady v R

Statistické vypocty sa uz dédvno nevykonavaji hlavou a perom na papieri. Po¢nuc ve-
deckymi kalkulackami s niekolkymi Statistickymi funkciami (vypocet priemeru ¢i Stan-
dardnej odchylky), oblibennym nastrojom hlavne vo vyuébe na vysokych skolach sa stali
najma vSeobecne zamerané vypoctové programy ako MS Excel, Mathsoft Mathcad alebo
este univerzéalnejsi Wolfram Mathematica. Tato ich prednost sa vSak stava prekazkou,
ak vyzadujeme pokrocilejsie nastroje matematickej Statistiky. Vtedy odbornici siahaja po
Specializovanych a prevazne komerénych softvérovych rieseniach ako SAS, S-PLUS, SPSS,
STATGRAPHICS a pod. Z tych nekomerénych si v odbornej komunite ziskal respekt pro-
jekt znamy pod nézvom R, postaveny na programovacom jazyku S (ten je zakladom aj
vyssie spominaného softvérového produktu S-PLUS). Svojim ,,¢arom* si ziskal aj autorov
tychto skript a jeho schopnostiam venuja celd 11. kapitolu. T4 je ¢lenené do troch casti,
v prvej si R predstavime ako univerzalny vypoctovy systém, druhé oslovi rieSenymi prik-
ladmi zakladného kurzu matematickej Statistiky a koneCne v tretej casti si ,na svoje

pridu zaujemci o pokrocilejsie statistické metody.

Kedze R pouziva bodku (nie ¢iarku) ako oddelova¢ desatinnych miest, v zaujme lepse;

Citatelnosti kapitoly prisposobime tejto konvencii aj zapis realnych ¢isel v beznom texte.

11.1 Uvod do R

R je volne siritelny softvérovy néastroj pre Statistické vypocty a graficka vizualizéaciu.
Tymto jedinym pismenom sa oznacuje prostredie i programovaci jazyk zaroven. Prikazy,
napisané v Tubovolnom editore, st spracovavané v prikazovom riadku podobne ako v

operacnom systéme Unix, niektoré nadstavby umoznuju vyber z ponuky prikazov a ovla-
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danie mySou. Hoci ,,eRko“ nie je obmedzené len na Statistiku, to ¢o z neho robi silny
Statisticky néastroj, je rozsiahla kniznica podpornych programov vyvijanych odbornou
verejnostou — dobrovolnikmi — na celom svete. Verny filozofii volne Siritelného softvéru,
R je dostupny na platformach Windows, Linux, MacOS a dalsich. Na oficidlnej web-
stranke cran.r-project.org sa nachadza dokumentacia, instala¢né sibory, komunitné féra

na zdielanie poznatkov a dalSie informacie.

V nasledujtcich podkapitolach si na jednoduchych prikladoch opiseme syntax jazyka R.
Vstup z klavesnice je indikovany znakom ,,>“ zo zaciatku prikazového riadku, kratsi komen-
tar umiestiiujeme priamo do kodu za znak , #* (za nim sa text uz nevyhodnocuje). Zaujem-
com o zvladnutie zadkladov odportacame si priklady aj sami vyskusat, v systéme Windows
najlepsie pisanim prikazov do vstavaného editora (v menu zvolit File/New script). Text z
editora sa do prikazového riadku odosiela bud po vyznacenych castiach alebo po riadkoch,

stlac¢enim kombinacie klaves Ctri-R.

11.1.1 R ako lepsia kalkulacka

R priméarne pracuje s polami, z ktorych najjednoduchsi je vektor. Aj osamotené redlne
¢islo je reprezentované ako jednoprvkovy vektor, ¢o ndm uz v nasledujicich prikladoch

pripomina index prvku [1] na zaciatku vystupného riadku.

Zakladné matematické funkcie

> 243

[1] 5

> 3/2

[1] 1.5

> 273

[1] 8

>4 "~ 2 - 3 % 2

[1] 10

> (56-14)/6 — $4%7%x10/(5~2-5)$
[11 -7

> sqrt (2)

[1] 1.414214

> abs (2-4) #]2-4]

[11 2

> cos (4xpi) #dalsie su sin(), tan(), atan(), atan2() ...
[1] 1

> 1log (0) #nie je definované
[1] -Inf

> exp (1)

[1] 2.718282

> factorial (6) #6!
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[1] 720
> choose (52, 5) #kombinacné ¢islo 52!/(47!*5!)
[1] 2598960

Priradenie hodnoty premennej

> n <= 5
> n

>
[ 15

> assign("n", 25)

> n = 35 #radsej nepouzivat, (esteticky) vyhradené pre zadavanie argumentov funkcie
> (n <- 0) #dva v jednom -- priradenie a vypis
[11]

Vektor

> x <- c(1,2,3,4) #kombinovanie prvkov do vektora
>y <= c¢(5,6,7,8)

> x*xy; y/x; y=%; x"y

[1] 5 12 21 32

[1] 5.000000 3.000000 2.333333 2.000000
[1] 4 4 4 4

[1] 1 64 2187 65536

> cos (x*pl) + cos(y*xpi)

[1] -2 2 -2 2

> s <- c¢(1,1,3,4,7,11)

> length (s) #dlzka vektora

[1] 6

> sum(s) #1-+14+3+44+7+11

[1]1 27

> prod(s) F1*¥1H#3*4*7*11

[1] 924

> cumsum (s)

(1] 1 2 5 9 1o 27

> diff (s) #1-1, 3-1, 4-3, 7-4, 11-7
[1] 0 2 1 3 4

> diff (s, lag = 2) #3-1, 4-1, 7-3, 11-4
[1] 2 3 4 7

Matica a pole

> a <-c¢c(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10)

> A <- matrix(a, nrow = 5, ncol = 2) #napliianie matice sa tandardne deje po stipcoch
> A
[,11 [,2]
[1,]1 1 6
[2,1 2 7
[3,1 3 8
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(4,1 4 9
[5,] 5 10
> B <- matrix(a, nrow = 5, ncol = 2, byrow = TRUE) #naplianie po riadkoch
> B
[,11 [,2]
[1,] 1 2
(2,1 3 4
[3,1 5 6
(4,1 7 8
[5,1 9 10
> C <- a
> dim(C) <- c(5,2) #matica je vektor, ktory dostal dva rozmery
> C <— t(C) #transponovanie
> C
(11 [,21 [,31 [,4]1 [,5]
[1,1 1 2 3 4 5
[2,1 6 7 8 9 10
> B %$x% C #nasobenie
(11 [,21 [,31 [,4]1 [,5]
[1,] 13 16 19 22 25
[2,1 27 34 41 48 55
[3,]1 41 52 63 74 85
[4,] 55 70 85 100 115
[5,1 69 88 107 126 145
>
> D <= C %*% B
> D

(11 [,2]
1,] 95 110
2,1 220 260

1] 500
solve (D) #inverzia matice (riesenie D*x=I, kde I je jednotkova m.)
(11 [,2]
[1,] 0.52 -0.22
[2,] -0.44 0.19
>
> cbind(x,y) #prilepenie vektorov do stlpcov, resp. do riadkov matice
Xy
(1,1 15
[2,] 2 6
[3,1 3 7
[4,] 4 8
> rbind(x,V)
[,11 [,21 [,3] [,4]
b4 1 2 3 4
% 5 6 7 8
>
>
> E <- c(letters, LETTERS) #zabudované databéza pismen v abecednom poradi
> dim(E) <- c(1,26,2) #z vektora trojrozmerné pole
> B

, 1

~
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(,11 [,2] (,3] [,4] [,5] [,6] [,7] [,8) [,9] [,10] [,11] [,12] [,13] [,14]

[l, ] "a" "b" "C" "d" "e" "f" "g" "h" "i" "j" "k" "l" "m" "n"
(,151 [,1e] [,17] (,18] [,19) [,20] [,21) [,22] [,23] [,24] [,25] [,26]

[1, ] "O" "p" "q" "r" "S" "t" "u" "V" "W" "X" "y" "Z"

4 4 2

(,11 [,21 (,3] [,4] [,5) [,6) [,7) [,8) [,9]1 [,10] [,11] [,12] [,13] [,14]

[1, ] "A" "B" "C" "D" "E" "F" "G" "H" "I" "J" "K" "L" "M" "N"
(,151 [,1e] [,17] [,18] [,19] [,20] [,21) [,22] [,23] [,24] [,25] [,26]
[1, ] "O" "P" "Q" "R" "S" "'I‘" "U" "v" "W" "X" "Y" "Z"

Vstup udajov.

> ovocie <- c("Jjablko", "hruska", "pomaranc") #priame zadanie kombinaciou
> 1:9 #sekvencia s krokom 1
[11 1 2 3 456789
> 1.5:10 #nedostaneme sa aZ po koniec, no ten modZzeme pridat
[1] 1.5 2.5 3.5 4.5 5.5 6.5 7.5 8.5 9.5
> c(1.5:10,10)
[1] 1.5 2.5 3.5 4.5 5.5 6.5 7.5 8.5 9.5 10.0
> seq(-2,5) #to isté ako -2:5, ale seq() dokaze i viac...
[1] -2 -1 0 1 2 3 4 5
> seq(-2,5,by=.5) #prirastok o 0.5

(1] -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
> seq(-2,5,length=4) #dizka sekvencie bude prave 4
[1] -2.0000000 0.3333333 2.6666667 5.0000000
> rep(9,5) #hodnotu 9 opakuj péatkrat; to isté ako rep(9,times=>5)
[11] 9 9 9 9 9
> rep(l:4,2)

[11 1 2 3 41 2 3 4
> rep(l:4, each = 2)

[11 11 2 2 3 3 4 4
> rep(l:4, each=2, times=3)

(11 112233441122 3344112233414
> rep(l:4,1:4)

[1] 1 2 2 3 3 3 4 4 4 4
> matrix (rep(c(l,rep(0,4)),4),nrow=4,ncol=4) #i takto sa da vytvorit jednotkova matica

(,11 [,21 [,31 [,4]
(1,1 1 0 0 0
[2,] 0 1 0 0
[3,1 0 0 1 0
(4,1 0 0 0 1
> diag(l, nrow=4) #no takto je to predsalen jednoduchsie :)
(11 [,21 [,3] [,4]

1,] 1 0 0 0

2,1 0 1 0 0

3,1 0 0 1 0

4,1 0 0 0 1

vstup <- scan () #postupne zadéavanie z klavesnice (na konci Enter naprazdno)
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Read 3 items

> vstup

[1] 10 101 1010

> #nacitanie zo siboru, kde ¢isla st oddelené medzerou alebo novym riadkom
> vstup <- scan("d:/data/udaje.txt", sep=" ")

Read 9 items

> vstup

[1] 10 101 1010 20 202 2010 30 303 3010

> #ak si chceme stubor vyhladat (prvé 2 riadky vynecha)

> vstup <- scan( file.choose(), skip=2)
Read 3 items

> vstup

[1] 30 303 3010

Manipulacia s prvkami pola

> z <- cl(y,x); z
[1] 56 7812 3 4
> z[1]
[1] 5
> z[5:8] #vypis konkrétnych prvkov
[1] 1 2 3 4
> z[c(5,8)]
[1] 1 4
> z[-(2:8)] #vyberie vietky okrem prvkov zadanych zdpornym indexom
[1] 5
> z[-c(5,8)]
[1] 56 78 2 3
> z[8] <= 10 #o6smemu prvku je priradena ind hodnota
>z > 5 #vysledkom porovnania je vektor logickych hodnot
[1] FALSE TRUE TRUE TRUE FALSE FALSE FALSE TRUE
> z[z>5] #vyber vSetkych prvkov vacsich ako 5
(1] 6 7 8 10
> (1:20) [c (TRUE, FALSE) ] #vSetky neparne (vektor logickych hodnot sa replikoval)
[1] 1 3 5 7 911 13 15 17 19
> A
[,11 [,2]
(1, ] 1 6
[2,1 2 7
[3,1 3 8
[4,1 4 9
[5,] 5 10
> A[l,2] #mwmzlimmmaQJﬂmammmeA
[1] 6
> A1, ] #prvy riadok
[1] 1 6
> A, 2] #druhy stfpec
[1] 6 7 8 9 10

172

Operatory V tabulke 11.1.1 st operatory zoradené hierarchicky podla prednosti pri

vyhodnocovani. Zoznam je prevzaty z nédpovedy, dostupny prikazom 2syntax.
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X <= 2

y <— z <= 1:3

LO <- c(F,F,F)

0 <x & x <1 #skrateny zapis 0 < x < 1 NEfunguje

FALSE

<y | LO

FALSE FALSE TRUE

<y || LO #zdvojeny logicky operator si v§ima iba prvy prvok vektorov
FALSE

1

[uy

== z #porovnanie po prvkoch
TRUE TRUE TRUE
identical (y, z) fporovnanie objektov ako celku
1] TRUE
all.equal(y, z)
1] TRUE

—

1

0.9 ==1.1 - 0.2 #porovnanie numerickych hodnét; prekvapujiace?
] FALSE
identical (0.9, 1.1 - 0.2)
1] FALSE

all.equal(0.9, 1.1 - 0.2)
1] TRUE

all.equal (0.9, 1.1 - 0.2, tolerance = le-16) #hodnoty sa skuto¢ne drobne liSia
1] "Mean relative difference: 1.23358le-16"

1

— V=V V=V V-V V—-VV~—V—V—V YV VYV

Graficky vystup sa nerealizuje v priklazovom riadku, ale je presmerovany do zobra-
zovacieho zariadenia (graphic device), ktorym je — Standardne — nové okno, pripadne
subor forméatu bitmap, jpeg, png, alebo postscript. Jeho plocha sa da dalej ¢lenit na
oblasti, z ktorej kazdéa zobrazuje iny graf. Vykreslovat mozno jednak grafy funkcii danych
explicitnym vtahom, ale hlavnou silou R je praca s datami, teda v pripade funkcie jej

diskrétnymi bodmi.

> plot (sin, from=0, to=2xpi) #vykreslenie spojitej funkcie (pozn.: vystup neuvadzame)

> par (mfrow=c(1l,2)) #rozdelenie vystupu do tabulky s 1 riadkom a 2 stlpcami

> x <- seq(0, 2xpi, length=16+1) #diskrétne body

> plot (x,sin(x),type="0o", lty="dashed") #zobrazenie bodov a (¢arkovanych) spojnic naraz
> #alebo postupne:

> plot (x,sin(x), type="p", pch="+") #typ ‘p’ predstavuje body; oznac. krizikom
> lines(x,sin(x), col="red", lty="dashed") # spojnice si ‘prikreslené’ ¢ervenou

> par (mfrow=c(1,1)) #obnovenie Standardného nastavenia

Aby sme vystup presmerovali do stiiboru, musime najprv otvorit prislusné grafické zaria-

denie a po vykonani grafickych prikazov ho znova zavriet, napr.

> jpeg ("d:/vystup/graf.jpg", width = 960, height = 480)
(...)
> dev.off ()
null device
1
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Tabulka 11.1.1: Hierarchia operatorov, priorita klesa zhora nadol. Vyhodnotenie sa deje

zlava doprava, opacné pripady st oznacené (PL).

Operator

Vyznam

[ [

%$operator%

* /

indexovanie

pristup k premennym v externom baliku
vyber zlozky objektu
exponovanie (PL)

unérne minus a plus

operator postupnosti

Specialne operatory

nésobenie, delenie

binarny operator suctu a rozdielu
porovnavanie

negacia

logické ,a‘

logické ,,alebo*

oddelovac v objekte typu formula
pravosmerné priradenie
priradenie (PL)

priradenie (PL)

napoveda (unarny aj binarny operator)



KAPITOLA 11. PRIKLADY V R 175

1.0
1.0

0.5
|
0.5
|

sin(x)
0.0
|
<)
Pel
Te
sin(x)
0.0
|
+
—
+

-1.0
@
Q\

-1.0
+
¥

Obr. 11.1.1: Rozdelenie grafického vystupu.

kde (...) bolo nahradené predodlym prikladom s rozdelenim vystupu do dvoch stlpcov.

Vysledok je zobrazeny na obrazku 11.1.1.

Demonstracné ukazky grafickych moznosti R mozno ziskat prikazmi demo (graphics)

a demo (persp) .

11.1.2 DaAatové objekty

R rozlisuje nasledujtice datové objekty: vektor (vector), faktor (factor), pole (array), mat-
ica (matriz), datovy ramec (data frame), Gasovy rad (ts), zoznam (list). St charakterizo-
vané menom, obsahom ale aj atribtitmi, ktoré Specifikuja typ obsahu. Zékladné atribity st
dlzka (length) a mo6d (mode). Mody pozname: &iselny (numeric), znakovy (chracter), kom-
plexné ¢islo (complex), logicky (logical), funkcia (function), vyraz (expression), a dasie.

Iba data frame a list mozu obsahovat viac ako jeden mod.

Vector. V nasledujicich prikladoch vytvorime novy vektor zadanim dlzky, médu a konkrét-
neho prvku. Nezadané hodnoty st doplnené prednastavenymi, napr. dlzka rovna nule alebo
ostatné prvky rovné FALSE (ekvivalentom v numerickom moéde je nula), priadne nie s

definované vobec (NA vo vyzname ,not available“).

> v <- vector (mode="logical", length=0); v
logical (0)

> v <- logical(); vI[2] <- TRUE; v

[1] NA TRUE
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> v <- logical(3); v[2] <- TRUE; v
[1] FALSE TRUE FALSE

Factor reprezentuje kategorialnu premennt a okrem samotnych realizacii archivuje aj

zoznam kategorii (levels).

> factor (c(1
[11 1 3 2
1

Levels:

2,2,3,2,3))

cily
32
3

(
2
2

Matrix.

> A <— 1:12
> dim(A) <- c(6,2) #dalsi atribuat, nepatri medzi zakladné (non-intrinsic)
> t (A)

[1,] 1 2 3 4 5 6
[2,] 7 8 9 10 11 12
>
>

matrix (1:12, nrow=2)
(11 [,21 [,31 [,41 [,5] [,6]
[1,] 1 3 5 7 9 11
(2,1 2 4 6 8 10 12

Data frame. Do datového ramca zadame merania k experimentu, v ktorom sa sledovala
obsadenost ndhodne vybranych osobnych automobilov, priputanost pasazierov a pévod

(podl'a znacky mesta na SPZ).

> pocet_pasazierov <- ¢(1,3,2,5,2,2,1,1,2,1)
> priputani <- ¢(T,T,F,I,F,F,T,F,F,T)
> auta <- data.frame (pocet_pasazierov,priputani) #ulozenie do datového ramca
> auta <- edit (auta) #realizicie tretej premennej ‘mesta’ zadame pomocou editora
> auta
pocet_pasazierov priputani mesta
1 1 TRUE BA
2 3 TRUE TT
3 2 FALSE TT
4 5 TRUE GA
5 2 FALSE BA
6 2 FALSE BA
7 1 TRUE SE
8 1 FALSE BA
9 2 FALSE BA
10 1 TRUE W
> str (auta) #vypise Struktaru objektu
"data.frame’ : 10 obs. of 3 variables:
$ pocet_pasazierov: num 1 3 2 52 2 1 121
$ priputani : logi TRUE TRUE FALSE TRUE FALSE FALSE

S mesta : chr "BA"™ "TT" "TT" "GA"
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R obsahuje mnoho vlastnych stiborov dat, ich zoznam sa zobrazi prikazom data (). Naci-
tame napriklad tdaje o hribke a dlzke stromov zo stboru ,trees”. Rozsiahlejsi vypis

kratime.

> data (trees)

> trees
Girth Height Volume
1 8.3 70 10.3
2 8.6 65 10.3
3 8.8 63 10.2
(...)
29 18.0 80 51.5
30 18.0 80 51.0
31 20.6 87 77.0
Extrakcia ndhodnych premennych (stlpcov) — subsetting — je moznéa nickolkymi spo-
sobmi:
> trees["Girth"] #nazvom
Girth
1 8.3
2 8.6
3 8.8
(...)
29 18.0
30 18.0
31 20.6
> trees[1] #poradim stlpca
Girth
1 8.3
2 8.6
3 8.8
(...)
29 18.0
30 18.0
31 20.6
> trees[[1]] #poradim v zozname vektorov
[1] 8.3 8.6 8.8 10.5 10.7 10.8 11.0 11.0 11.1 11.2 11.3 11.4 11.4 11.7
[15] 12.0 12.9 12.9 13.3 13.7 13.8 14.0 14.2 14.5 16.0 16.3 17.3 17.5 17.9

[29] 18.0 18.0 20.6
> trees$Girth #pomocou operatora $

[1] 8.3 8.6 8.8 10.5 10.7 10.8 11.0 11.0 11.1 11.2 11.3 11.4 11.4 11.7
[15] 12.0 12.9 12.9 13.3 13.7 13.8 14.0 14.2 14.5 16.0 16.3 17.3 17.5 17.9
[29] 18.0 18.0 20.6

NeJ

> Girth #premennt ‘Girth’ bez kontextu stiboru ‘trees’ systém nepozna,
Error: object "Girth" not found

> attach (trees) #kym ho explicitne nepripojime

> Girth

[1] 8.3 8.6 8.8 10.5 10.7 10.8 11.0 11.0 11.1 11.2 11.3 11.4 11.4 11.7
[15] 12.0 12.9 12.9 13.3 13.7 13.8 14.0 14.2 14.5 16.0 16.3 17.3 17.5 17.9
[29] 18.0 18.0 20.6
> detach (trees) #odpojenie databazy
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Obr. 11.1.2: Casovy rad 47 mesacnych zaznamov.

List nemusi mat rovnaky poéet riadkov/stlpcov (na rozdiel od predoglych), subsetting

funguje podobne ako pri data frame.

> zoznam <- list (polozkal=c(l,2,3),polozka2=c("hruska","jablko"),polozka3=F)
> zoznam
Spolozkal
[11 1 2 3

Spolozka2
[1] "hruska" "jablko"

Spolozka3
[1] FALSE

Time series umiestiiuje vektor dat do ¢asového ramca.

> ts(1:10, start=1959)
Time Series:
Start = 1959
End = 1968
Frequency =1
(11 1 2 3 4 5 6 7 8 910
> cr <— ts(l1:47, frequency = 12, start=c(1959,2))
> ts.plot (cr)

Expression umoznuje symbolickd manipuléciu s matematickymi vyrazmi.
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> x <= 3; y <= 2.5; z <=1
> vyraz <— expression (x/ (y+exp(z)))

> vyraz

expression (x/(y + exp(z)))

> eval (vyraz) #vyhodnotenie vyrazu
[1] 0.5749019

> D(vyraz, "y") #derivacia

-(x/(y + exp(z))"2)

Konverzia medzi datovymi objektmi.

> as.numeric (c (TRUE, FALSE))
[1] 1 0

> as.numeric("4")

[1] 4

> as.numeric (c("A","Z")) #iné ako numerické znaky nemaji svoj ekvivalent v ¢islach
[1] NA NA

Warning message:

NAs introduced by coercion
> as.logical(c(-1,0,1,2))
[1] TRUE FALSE TRUE TRUE
> as.logical (c ("FALSE","F"))
[1] FALSE FALSE

> as.logical ("A")

[1] NA

> as.character (1)

(1] "1iv

> as.character (TRUE)

[1] "TRUE"

> as.numeric( factor(c(0,100,36.7,100)) ) #vysledkom je poradie zodp. kategorii
[11] 1 3 2 3

> as.numeric (as.character( factor(c(0,100,36.7,100)) )) #sprostredkovane
[1] 0.0 100.0 36.7 100.0

11.1.3 Programovanie

Cykly a podmienky. Riadenie sledu prikazov (tzv. control flow) sa v R zabezpecuje
pomocou: if, else, ifelse, for, while, repeat, break, next. Nasledujuci cyklus vypise kazda
hodnotu premennej ,a“, ktora je mensia alebo rovné 10 pripadne rovna 144, pri ktorej

prvom vyskyte sa cyklus zastavi. Premenné ,,a“ je generovana v kazdej iteracii.

> a <-0 #inicializacia

> for (i in 1:20) { #stanovenie poctu cyklov

+ a <- 1”2 #prirad hodnotu pre aktualne kolo
+ if(a <= 10 ) { #testovanie

+ cat(a =", a, "(<=10)"); cat('\n’) #vypis

+ next #pokracuj v dalsim kolom

+ }

+ if(a == 144) {

+ cat ('a ="', a); cat('\n’)
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+ break #ak a=144, ukondi cyklus
+ }

+ )

a= 1 (<= 10)

a= 4 (<= 10)

a= 9 (<= 10)

a = 144

> i #hodnota itera¢nej premennej nie je po skonceni cyklu vymazana
[1] 12

Monte Carlo simulacia hodnoty Ludolfovho ¢isla 7.

> eps <— 1; s <= 0; n <=0 #inicializa¢né hodnoty

> while(eps > .001) { #opakuj kym ‘eps’ nebude mensie ako 0.001
+ n<-n+ 1 #pocet generovanych bodov

+ x <— runif(l,-1,1) #suradnice ndhodného bodu vo Stvorci

+ y <— runif(l,-1,1) #[-1,-1][1,-1](1,1][-1,1]

+ if(x"2 + y*"2 < 1) s <—- s + 1 #pocet bodov leziacich vnutri kruhu s polomerom 1
+ pihat <- 4+*s/n #odhad ‘pi’

+ eps = abs(pihat - pi) #s toleranciou ‘eps’

+ 1}

> pihat #odhad

[1] 3.140831

> n #pocet iteracii

[1]

1] 987

Generovanie nadhodnych ¢isel z N(0,1) rozdelenia, az kym ¢islo nevypadne z intervalu
(-2.0,2.0).

> repeat {a <- rnorm(l); if (abs(a) > 2.0) break; cat(a); cat("\n")}
-1.438424
1.079813
-0.5798427
-1.418716
-0.1287706
0.2254817
0.004220227
1.391046
0.7339264
-1.585988
1.133099

Vlastné funkcie. Az vdaka moZznosti definovat funkcie podla vlastnych predstav sa
naplno prejavi potencidl vypoctovych systémov ako je R. Premenné definované vo vnu-
tornom prostredi funkcie nie st viditelné v nadradenom, tzv. rodicovskom prostredi,
z ktorého je funkcia volané. To brani vzniku omylov pri va¢Som pocte pouzivanych pre-
mennych. Nasledujtca funkcia ‘funl’ vrati maximum dvoch skalarnych ¢isel (argumenty

funkcie) alebo hlasku o ich rovnosti.
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> funl <- function(a, b) { #‘a’,‘b’ stt argumenty, medzi { } sa nachadza telo funkcie
+ if (is.numeric(c(a,b))) {

+ if(a < b) return (b)

+ if(a > b) return(a)

+ else print ("Hodnoty su rovnaké")
+ }

+ else print ("Akceptujem iba c¢isla.")
+

>

[

>

[

>

[

}
funl (4,7)
11 7
funl (0,exp(log(0)))
1] "Hodnoty su rovnaké"
funl ("Adam", "Eva") #ak argumenty nie si z defini¢ného oboru, program na to upozorni
]

1] "Akceptujem iba ¢isla."

V pripade, Zze nemame potrebu definovat novi funkciu, no trvidme na pouziti lokalnych

premennych, moézme postupnost prikazov uzavriet do prostredia local ().

a <= 0

local ({
b <- a
a <- 8 #hodnota premennej je prepisana iba lokélne
a + b

)

1] 8

— VvV — + + 4+ + V V

}
]
a
11 0

Vektorizacia pontiika sposob, ako sa vyhnut programovaniu cyklov. V nasledujicom

priklade chceme vypocitat stlpcové priemery matice M

> M <- cbind(rnorm(20,0,1),rnorm(20,-5,1))

Klasickym uvazovanim by sme navrhli dva vnorené cykly s postupnou kumuléciou prvkov.

> suma <- numeric(m <- NCOL(M)); n <- NROW (M) ;
> for (i in 1:n) {

+ for(j in 1:m) {

+ sumal[]j] <- sumalj] + M[i, J]

+ }

+ 3

> suma/n

[

1] -0.01575158 -5.34533873

No efektivnejsie je vyuzit zameranie systému R na pracu s vektorovymi datami a pouzit

funkciu app1ly () (v tomto priklade alternativne aj colMeans () ).

> apply (M, MARGIN=2, FUN=mean) #pri MARGIN=1 by FUN bola aplikovana na riadky
[1] -0.01575158 -5.34533873
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alebo niektort z jej modifikacii: 1apply (), sapply (), replicate (), mapply (), tapply ().

Tiez namiesto vstavanej mozno pouzit vlastni (aj nepomenovani funkciu)

> sapply(c ,0,5,-5,9), function(x) 1if(x>0) x else 0)

(c(-1
[1] 00509

alebo danu funkciu pomenovat a explicitne vektorizovat

> f2 <- function(prvy, druhy) ({

+ if (prvy > druhy) prvy else if (druhy>prvy) druhy else NA

+ 1}

> f2 (prvy=c(-1,2,10),druhy=c(2,2,2)) #testuje iba prvy prvok z oboch argumentov
[11 2 2 2

Warning messages:
1: In if (prvy > druhy) prvy else if (druhy > prvy) druhy else NA
the condition has length > 1 and only the first element will be used
2: In if (druhy > prvy) druhy else NA
the condition has length > 1 and only the first element will be used
> f2 <- Vectorize (f2) #ak ju v8ak vektorizujeme,
> f2 (dru=c(2,2,2),pr=c(-1,2,10)) #porovnanie sa vykoné paralelne po vSetkych prvkoch
[1] 2 NA 10

Vsimnime si, Ze argumenty netreba uvadzat celym menom, ak je ich skratka unikidtna. Vek-
torizovanou nadhradou za if (cond) exprl else expr2 je ifelse (cond,exprl,expr2), V

nasledujucom priklade ma rovnaky efekt aj pmax ().

> a <- c¢c(-1,2,10); b <= c(2,2,2)

(_
> ifelse(a > b, a, b)
(117 2 2 10

Dalsie tipy. Ak ulozime definicie funkcii a premennych do stiboru, povedzme mojepro-
gramy.r, mdzme ich kedykol'vek pouZzit v inom skriptovom stubore pripojenim pomocou
source ("mojeprogramy.r").

Uzito¢na vec pri hladani chyb vo vlastnej funkcii (tzv. debugging) je umiestnit browser ()
do tela funkcie. Po zavolani nasej funkcie ndm spristupni jej prostredie so vSetkymi lokal-

nymi premennymi.

11.1.4 Dalsie poznamky

Pracovna plocha. Pokial pouzivatel preferuje priamu komunikaciu so systémom po-
mocou klavesnice, prehlad zakladnych prikazov pride vhod. Prikaz 1s () vypiSe zoznam
nazvov pouzivatelom definovanych a nacitanych objektov, 1s.str () k nim zobrazi aj de-

144

taily, pomocou rm(x) sa zmaze hodnota premennej ,x“, rm(list=1s()) vymaze vSetky
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definované objekty alebo rm (1ist=1s (part=""m")) len tie zac¢inajice znakom , m*“. Napovedu
napr. k funkcii ,,sum® zavold help (fun) pripadne ?sum, hladanie v prehliadaci systému
napoveda aktivuje nelp () pri¢om priamy prikaz na hladanie vSetkych vyskytov slova
,sum® v napovede je help.search ("sum") . Zoznam nainstalovanych programovych kniznic
nam poskytne 1ibrary (), pripojenie jednej z nich 1ibrary (nazovkniznice), naopak jej
odpojenie sa vykon& pomocou detach (). Prostredie R ukon¢ime prikazom q (), nasledne
nam systém ponikne moznost ulozit pracovné prostredie so vSetkymi definovanymi ob-

jektami — hibernéciu systému.

Web. Mnoho zaujimavého o R sa da dozvediet z elektronickych publikécii dostupnych na
stranke cran.r-project.org v oddeleni Documentation/Contributed, z nich odporu¢ame na-
jmaé tie uvadzané aj v zozname literattry k tymto skriptam [3, 4, 6, 7|. Na stranke sa okrem
toho nachadza zbierka programovych balikov rozsirujicich zakladné vypoctové moznosti
R, ale aj programy pre jednoduch$iu komunikaciu R s pouZivatelom, ako napr. editor
Tinn-R so zvyraziovanim syntaxe, vlastnou napovedou, evidenciou objektov a dalsimi

podpornymi funkciami.

11.2 Zaklady statistiky

11.2.1 Nahodna premenna

Binomické rozdelenie. Basketbalista ma uspesnost zasahu 70 %.

a) Najdite rozdelenie pravdepodobnosti nahodnej premennej X, ktorou je pocet uspesnych
zasahov pri 15 ndsobnom opakovani pokusu. Vypocitajte strednit hodnotu a disperziu.
b) S akou pravdepodobnostou sa basketbalista trafi aspon 11-krat?

c¢) Kol'kokrat musi trafit, aby dosiahol 80 % tspesnost?

d) Nech pri tom istom basketbalistovi je ndhodna premenna Y dana stuc¢tom bodov, ktoré
ziska pocas 15 hodov, ak za kos ziska 10 a za minutie koSa strati 5 bodov. Najdite jej

strednu hodnotu.

Riesenie:
Zapisme vSetky vstupné informécie do premennych:
X <— 0:15 #vSetky hodnoty, ktoré nahodna premenné moéZe nadobuadat

p <- 0.70 #uspesnost zasahu
n <- 15 #pocet opakovani pokusu
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Obr. 11.2.1: Pravdepodobnostna a distribu¢na funkcia Bi(n,p)

a) Rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnej premennej X moze byt dané tabulkou pravde-
podobnosti, alebo predpisom. Kedze zo zadania X je zrejmé, ze bude mat binomické

rozdelenie, jej pravdepodobnostna funkcia sa ziska

> P <— choose (n,X) *p"X* (1-p) " (n—X) #zo vztahu, alebo
> P <- dbinom(X,n,p) #vstavanou funkciou

Distribu¢na funkcia potom bude funkcia kumulativnych pravdepodobnosti, teda

F <- cumsum(P) #kumulativna sumécia, alebo
F <- pbinom(X,n,p) #distribu¢né funkcia binomického rozdelenia

Namiesto tabulky si vykreslime graf pravdepodobnostnej a distribu¢nej funkcie (Obrazok
11.2.1)

par (mfrow=c(1,2)) #nastavi vykreslovanie grafov do mriezky 1x2
plot (X, P, type="h", col="red")
plot (X, F, type="s", col="red"); abline(h=0.8, lty=2)

Stredné hodnota a disperzia

c(E = sum(P*X), D = sum(Px* (X-E)"2))

b) P(X = 10) = 1 - P(X ? 10) =

> l-pbinom(10,15,0.7)
[1] 0.5154911
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¢) Zistujeme 80 % kvantil:

> gbinom(0.80,n,p)
[1] 12

d)

> Y <= 10*xX-5% (n—-X); Y
[1] =75 -60 -45 -30 -15 0 15 30 45 60 75 90 105 120 135 150

KedZe pravdepodobnosti budt rovnaké ako pre prislusné X, potom stredna hodnota bude
> sum (PxY) #to isté pomocou E(X) z vyrazu 15*sum(P*X) - 5*n

[1] 82.5

Poissonovo rozdelenie. Nahodna premenna X predstavuje pocet pokazenych kusov v
sérii 400 novovyrobenych televizorov. Vieme, ze kazovost prevadzky je 8 kusov na 1000
vyrobkov, takisto vieme, ze X méa Poissonovo rozdelenie pravdepodobnosti. Aka je pravde-
podobnost, Ze v spomenutej sérii sa vyskytnu a) najviac 2, b) préave 3, ¢) aspon 4 poruchoveé
televizory?

Riesenie:

Pozname

> p <- 8/1000; n <- 400

a vieme urcit parameter Poissonovho rozdelenia (ktory je zaroven strednou hodnotou

a disperziou)

> (lambda <- nx*p)
[1] 3.2

Potom pravdepodobnostné funkcia Poisonovho rozdelenia je definovana

P <- function (i) lambda’ixexp (-lambda)/factorial (i) #vztahom
P <- function (i) dpois (i, lambda) #vstavanou funkciou

Odpoved na otazku teda bude

> P(0)+P (1) +P (2) #a) alternativne ppois(3,lambda)

[1] 0.3799037

> P (3) #b)

[1] 0.222616

> 1 - ppois(3,lamda) #c) alebo ppois(3,Jambda,lower.tail=FALSE)
[1] 0.3974803
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Vztahom predpisané rozdelenie. Funkcia hustoty pravdepodobnosti f(x) spojite;
nahodnej premennej X nadobida hodnoty Ksin(2x — 2) pre z € [1,1 4+ 7/2], mimo
tohto intervalu je nulova.

a) Urcite kondtantu K tak, aby f(x) spliiala podmienku pre funkciu hustoty,

b) najdite distribu¢na funkciu F(x) a obe funkcie vykreslite,

¢) vypocitajte strednit hodnotu, disperziu a 95% kvantil nahodnej premennej X,

d) zistite pravdepodobnost P(2 < X < 2.3)

Riesenie:

a) Celkova plocha pod hustotou pravdepodobnosti sa musi rovnat jedne;j.

> fun <- function (k)

+ integrate (function(x) k*sin (2+«x-2), lower=1l, upper=1l+pi/2)s$value - 1
> (K <- uniroot (fun, interval=c(0,10)) Sroot)

[11 1

> f <- function(x) ifelse (l<=x & x<=14+pi/2, K*sin(2xx-2), 0)

b) Ru¢ne vypocitame neurcity integral (R neméa nastroje na symbolické vypocty)
[ sin(2z — 2)dx = — cos(2z — 2)/2 a hodnotu takejto funkcie v pociatoénom bode x = 1,
—cos(2x1—2)/2=—1/2, potom

> F <- function(x) ifelse(x<1l, 0, ifelse(x<=1l+pi/2,-cos(2+x-2)/2-(-1/2),1))

¢) stredna hodnota a disperzia:

> E <- integrate(function(t) txf(t), lower=-Inf, upper=Inf) S$Svalue

> D <- integrate(function(t) (t-E)"2xf(t), lower=-Inf, upper=Inf) Svalue
> round(c(E,D), digits=4) #vypis zaokrihleny na 4 des. miesta

[1] 1.7854 0.1169

95 % kvantil  sa ur¢i z riesenia rovnice F(q) = 0.95 numerickou motédou

> (g <- uniroot (function(x) F(x)-0.95, interval=c(l,3))$root)
[1] 2.345282

Graficky to celé vyzera asi takto (Obréazok 11.2.2)

> split.screen(c(1l,2)) #predtym treba obnovit nastavenie par(mfrow=c(1,1))
[1]1 1 2

> screen(l); curve(f, from=0.8, to=1.24+pi/2, type="1", col="red");
+ abline (v=E, lty=2)

> screen(2); curve(F, from=0.8, to=1.2+pi/2, type="1", col="red");
+ abline (h=0.95,v=qg, 1lty=2)

> close.screen(all=T)
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Obr. 11.2.2: Pravdepodobnostna a distribu¢na funkcia Bi(n,p)

d)

> F(2.3)-F(2)
[1] 0.2203710

Normalne rozdelenie. Nahodna premenna X, ktorou je % chybnych tehiel ma nor-
malne rozdelenie pravdepodobnosti so strednou hodnotou p = 19 a disperziou o? = 9,
teda X ~ N(19,9). a) Vypocitajte pravdepodobnost toho, ze v dodéavke tehiel ich bude
viac ako 15 % a menej ako 25 % chybnych. b) Za aké najnizsie percento chybnych tehiel

sa modzeme zarucit s pravdepodobnostou 0.957

Riesenie.
Ulohu tohto typu mozno riesit za pomoci vstavanych funkcii R rovnako ako s pouzitim
tabuliek. Uk&Zeme si obidva sposoby. Vstupné adaje:

> mu <- 19 #strednd hodnota
> sigma <- sqrt (9) #standardna odchylka

a) P(15 < X < 25) = P12 < 7 < 228 = p(15219 « 7 < 2219) — §(2) — ¢(F),
kde Z = X—;H je nahodné premenné s normovanym normalnym rozdelenim pravdepodob-
nosti, teda Z ~ N(0,1), ® je distribu¢né funkcia normovaného normalneho rozdelenia a jej
hodnoty st zostavené do tabuliek, ktoré mozno najst v mnohych publikdciach o matem-
atickej Statistike. V systéme R sa distribu¢na funkcia normaéalneho rozdelenia nachadza
pod oznacenim 'pnorm’ a plati ®(z) = pnorm(z,0,1). A tak mézme tlohu vyriesit i bez
pouzitia tabuliek: P(15 < X < 25) = P(—4/3 < Z < 2), teda
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> pnorm(2,0,1) - pnorm(-4/3,0,1)
[1] 0.8860386

alebo este jednoduchsie

> pnorm(25,mu, sigma) - pnorm(l5,mu, sigma)
[1] 0.8860386

b) Riesime rovnicu P(X < ¢) = 0.95, kde ¢ nazyvame 95 % kvantil rozdelenia pravde-
podobnosti. Ak neméme moznost vypocitat distribuc¢ni funkciu nenormovaného normal-
neho rozdelenia pravdepobnosti (napr. pomocou R), musime opit prejst z N(u,o?) na

N(0,1), ktorého hodnoty distribu¢nej funkcie su tabelované, teda P(X < ¢) = P(—o0 <

M<U):

= = O(+£) = 0.95, a v tabulke ndjdeme hodnotu argumentu x pri hodnote

funkcie ®(z) = 0.95. Bude to presne hodnota 1.645, ktorej sa mé rovnat vyraz (¢ — p)/o.
7 toho zistime, ze ¢ = 1.6450 + p = 23.935.
Pomocou R:

> gnorm(0.95,mu, sigma)
[1] 23.93456

Aritmeticky priemer. Nech X ~ N(24). a) Vypocitajte pravdepodobnost toho, Ze
aritmeticky priemer realizacii nahodnej premennej X padne do intervalu (1.8, 2.2) v
pripade, Ze sme urobili 100 merani. b) Kolko merani musime vykonat, aby aritmeticky

priemer padol do tohto intervalu s pravdepodobnostou 0.957

Riesenze.

Vstupné udaje:

> mu <— 2; #strednd hodnota
> sigma <- sqgrt (4) #standardna odchylka
> n <- 100 #pocet merani

Aritmeticky priemer A je ndhodné premenna, A = %Z?:l X;, ktorej rozdelenie pravde-

podobnosti je N(u, 0?/n) za predpokladu, ze X ma rozdelenie N(u, 0?).

_ 1.8—2 A-2 2.2—2 _ _ _
a) P(1.8 < A<22)= P(\/4/100 < i < \/4/100) =d(1) — P(—1)

> pnorm(2.2,mu, sigma/sqgrt (n)) - pnorm(l.8,mu,sigma/sqrt (n))
[1] 0.6826895

b) 0.95 = P(% < % < %) = &(0.1y/n) — ®(=0.1y/n) = 20(0.1y/n) — 1,

rieSime teda rovnicu ®(0.1y/n) = 1.95/2. V tabulkach ¢i v R mozno najst 0.975 kvantil
N(0,1) rozdelenia:
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> gnorm(1.95/2,0,1)
[1] 1.9599064

Zéaroven ¢ = 0.14/n a z toho n = (10¢)?, teda n = 384.1 Alternativne rieSenie po&ita koreii

rovnice v tvare f(n) =0

> uniroot (

+ function(n) pnorm(2.2,mu,sigma/sqgrt (n))-pnorm(1l.8,mu,sigma/sqgrt (n))-0.95,
+ interval=c(1,1000)

+ )Sroot

[

1] 384.1459

Musime urobit aspon 385 merani, aby sa nam aritmeticky priemer so spolahlivostou 95 %
zmestil do intervalu (1.8, 2.2)

11.2.2 Popisna Statistika

Netriedeny subor. Pocas 50 tyzdiov bola sledovanéa kazovost vo vyrobe panelov. a)
Vypocitajte aritmeticky priemer, modus, mediédn, rozptyl, smerodajni odchylku, vari-
acny koeficient a varia¢ny rozsah. b) Zostavte tabulku absolitnej pocetnosti (frekvencna

tabulka) a zobrazte ju ako histogram.

Riesenie:
Pocty nekvalitnych panelov v jednotlivych tyzdioch sa nacitaji z textového stboru (sekven-

cia ¢isel oddelenych medzerou)

> panel <- scan("panel.txt"); panel
Read 50 items

[1] 14 16 11 10 8 13 12 14 16 12 15 13 12 10 16 12 17 9 12 12 14 18 15 13
[25] 17 9 13 11 11 12 15 13 14 13 13 8 10 15 11 11 14 14 11 9 13 10 16 15
[49] 13 12

a)Aby sa skratil vypis vSetkych charakteristik, ulozime ich hodnoty do jediného da-

tového objektu, zaokrihlime vypis a docasne spristupnime lokidlne premenné.

> info <- data.frame (

+ min = min(panel), #najmenej a

+ max = max (panel), #najviac zlych panelov v jednom tyzdni
+ v.rozsah = max(panel) - min(panel), #variaény rozsah

+ a = mean (panel), faritmeticky priemer

+ median = median (panel), #median

+ rozptyl = var (panel), #odhad rozptylu

+ s = sd(panel), #a smerodajnej odchylky

+ v.koef = sd(panel)/mean (panel) #variaCny koeficient

n
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> round(info,dig=2)

min max v.rozsah a median rozptyl s v.koef
1 8 18 10 12.74 13 5.75 2.4 0.19
> attach(info)

Modus ur¢ime z tabulky absolitnych pocetnosti v ulohe b) ako hodnotu Statistického

znaku ,,panel” s najvyssou pocetnostou.

b) Frekvenéna tabulka

> table (panel)

panel
8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
2 3 4 6 8 9 6 5 4 2 1

a histogram spolu s teoretickym rozdelenim pravdepodobnosti (Skdlovanym na absolatne
pocetnosti, Obrazok 11.2.3)

> hist (panel,

+ Dbreaks=segq(min-0.5,max+0.5,1), #hranice tried

+ main="", xlab="pocet chybnych panelov", border="red") #popis a farba
> x <- seq(min-1, max+l, 0.1)

> y <- dnorm(x, mean=a, sd=s)xlength (panel)

> lines (x,y,col="blue") #vykresli diskrétne body a pospéaja tseckami

> detach (info) #deaktivacia priameho pristupu k premennym v ‘info’

7 grafu je zjavné, ze modus je 13.

Roztriedeny sibor. Majme znova pripad nekvalitnych panelov z predoslého prikladu,
tentokrat je v8ak namiesto pdovodnej neroztriedenej tabulky panel dana tabulka triednych

pocetnosti. Vypocitajte aritmeticky priemer, disperziu a medién.

Vstupné udaje:

x <— 8:18 #triedny znak
p <- c(2,3,4,6,8,9,6,5,4,2,1) #triedna pocetnost
Riesenie:
> n <— sum(p) #celkovy pocet
> sum(x*p) /n #aritmeticky priemer (alternativne: a <-— x %$*% p / n)
[1] 12.74
> sum( (x—a)"2*p)/n #disperzia

[1] 5.6324
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Obr. 11.2.3: Histogram spolu s teoretickym rozdelenim

Median je definovany ako prostrednd hodnota Statistického znaku, ak st hodnoty znaku
usporiadané podla velkosti (¢'), teda ak n = 2k +1 (k € N, n je neparne), tak m =},
a ak n = 2k (n je parne), tak m = (z}, + 2},,)/2.

Median méZeme zistit odéitanim z histogramu kumulativnych pocetnosti (Obrazok 11.2.4),

kp <- cumsum (p) #kumulativne pocetnosti
barplot (kp, names.arg=x,

main="histogram kumulativnych pocetnosti", xlab="x", ylab="kp")
abline (h=ceiling ((n+1)/2), 1lty=2); text(x=1, y=28, labels="26")
abline (h=floor ((n+l)/2), 1lty=2); text(x=1, y=23, labels="25")

vV V + V V

alebo replikovanim triedneho znaku podla prislusnej pocetnosti do (usporiadaného) vek-

tora merani.

rep (x,p)

1] 8 8 9 9 910 10 10 10 11 11 11 11 11 11 12 12 12 12 12 12 12 12 13
25] 13 13 13 13 13 13 13 13 14 14 14 14 14 14 15 15 15 15 15 16 16 16 16 17
491 17 18

median (rep (x,p))

>
[
[
[
>
[1] 13
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Histogram kumulativnych pocetnosti
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Obr. 11.2.4: Histogram kumulativnych pocetnosti s hladinou pre odé¢itanie medianu.

11.2.3 Intervaly spol'ahlivosti a testovanie hypotéz o parametroch

normalneho rozdelenia

Interval spol'ahlivosti. Preverovala sa zdatnost Studentov v skoku do vysky. Vysledky
st zhrnuté v tabulke pocetnosti:
vyska: 120 130 140 150 160 170 180 190 200 210
pocet: 3 5 7 11 12 6 2 2 1 1
a)Urobte bodovy odhad strednej hodnoty a disperzie.
b)Nech m4 ndhodna premenna X (dosiahnut4 vyska skoku) rozdelenie N(u, 0?). Najdite
95 % obojstranny aj lavostranny interval spolahlivosti pre
b1) pri zndmom rozptyle o? = 400,

2

b2) pri neznamom o, a urcite hned aj 95 % obojstranny interval spol. pre varianciu.

Riesenie:
x <- seq(120,210,10) #dosiahnuta vyska (triedny znak)
p <- ¢(3,5,7,11,12,6,2,2,1,1) #pocet Studentov (triedna pocetnost)
alpha <- 0.05 #hladina vyznamnosti
sigma <- 20 #zndma smerodajna odchylka
n <— sum(p) #celkovy pocet
a <— sum(x+*p)/n #bodovy odhad strednej hodnoty
s2 <— sum( (x-a)"2xp)/ (n-1) #bodovy odhad disperzie

s <— sgrt(s2) #bodovy odhad smerodajnej odchylky
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> c(a = a, s2 = s2)
a s2
154.6000 388.6122

bl) Obojstranny interval:

095=1—-a=PD<pu<H)=P(—q< som < 4), kde ¢ je kvantil N(0,1) rozdelenia

na hladine vyznamnosti o. Vypoéitame ju

> q <- gnorm(l-alpha/2,0,1); ga
[1]

1] 1.959964

alebo najdeme v tabulkéch pod oznacenim u;_o/o (kvantil) pripadne ako kriticki hodnotu
pre /2. Potom 95 % interval spolahlivosti je

> D <- a - g*sigma/sqgrt (n) #alebo priamo: gnorm(alpha/2,a, sigma/sqrt (n))

> H <- a + gxsigma/sqgrt (n) #podobne gnorm(l-alpha/2,a,sigma/sqgrt (n))

> cat ("<",D, " ",H, ">\H")
[ 149.0564 , 160.1436 ]

Lavostranny interval:

095=1-a=PD<pu<o)=P(—q< U“f\;% < 00), rozdiel je v tom, Ze teraz sa celé

« presunie pod Tavy chvost gaussovej krivky.

> q <- gnorm(l-2+alpha/2,0,1); g

[1] 1.644854

> D <— a - gxsigma/sqrt (n) falebo gnorm(alpha, a, sigma/sqrt (n))
> cat ("[",D,", Inf )\n")

[

149.9477 , Inf )

b2) Obojstranny interval
l—-a=PD<pu< H)=Pl—q<

t-rozdelenia na hladine vyznamnosti /2 alebo kvantil

e < q), kde q je kritickd hodnota Studentovho

S

> q <- gt(l-alpha/2,n-1); gq
[1]

1] 2.009575

V8imnime si, Ze parametrami t-rozdelenia nie je stredna hodnota ani rozptyl, ale tzv.
stupne volnosti, v nasom pripade n— 1. Z nerovnic podobne ako v priklade b1) dostaneme
dolnt a hornt hranicu 95 % intervalu spolahlivosti

> D <- a - gxs/sqrt (n)

> H <- a + gxs/sqgrt (n)

> Cat("[",D,",",H,"]\n")
[ 148.9976 , 160.2024 ]
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Lavostranny interval:

> g <- gt (l-alpha,n-1)

> D <- a - gxs/sqgrt (n)

> cat ("[",D,", Inf )\n")
[ 149.926 , Inf )

Upozorhujeme, Ze namiesto smerodajnej odchylky o sme pouzili jej bodovy odhad s.

Intervalovy odhad disperzie: Ak X ~ N(u,0?), potom plati (n;—é)sZ ~ x*(n —1).
Hladame také D a H, aby platilo P(D < ¢ < H) = 1 — a. Upravou P(D < o <
n—1)s? o2 n—1)s? n—1)s?
H) = Plg < "3 <) = P(; > %50 > ) = P(U0 > 0% > B05) kde g a
q2 st kvantily x2(n — 1) rozdelenia.

> gl <- gchisg(alpha/2,n-1)

> g2 <- gchisqg(l-alpha/2,n-1)
> c(ql,g2)

[1] 31.55492 70.22241

> D <— (n-1)*s"2/g2

> H <- (n-1)*s"2/ql

> cat("[",D,",",H,"]\n")

[ 271.167 , 603.4559 ]

Test hypotézy o strednej hodnote. V meste LM je zndma fabrika na vyrobu alko-
holu. V nahodnom vybere 500 domacnosti tohto mesta sa sledovala spotreba alkoholickych
napojov v priebehu roka. Z ndhodného vyberu sa vypocital aritmeticky priemer 18.9 litra
a smerodajné odchylka 8.5 litra. Celo$tatna priemerna ro¢né spotreba alkoholu na jednu
domécnost je 17.8 litra. Na hladine vyznamnosti 5 % testujte hypotézu, Ze pritomnost
fabriky nemé vplyv na vyssi alkoholizmus obyvatelov mesta a teda spotreba v meste sa

nelisi od celostatneho priemeru.

Riesenie:
n <— 500
a <- 18.9
s <= 8.5

mu0 <- 17.8
alpha <- 0.05

Nulova hypotéza HO: @ = p0 Alternativna hypotéza H1: a > u0 (alternativa je jedno-
stranna!)

Postup riesenia tulohy je podobny ako pri urcovani intervalu spolahlivosti, zmenila sa

iba , filozofia“ zadania tlohy. Musime vypocitat testovaciu statistiku — ozna¢me ju TS —
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a zistit, ¢i padne do intervalu ohrani¢eného (v nasom pripade jednou) kritickou hodnotou
KH, teda TS < KH. Ak nie, teda ak TS > KH, potom nulovi hypotézu HO zamietame.
Testovacou $tatistikou je normovany aritmeticky priemer (porovnaj s tlohou b2 v pre-
doslom priklade, pravostranny interval spolahlivosti pre stredni hodnotu) a kritickou

hodnotou je t4,—1 (kvantil t-rozdelenia).

> TS <— (a-mu0) *sqgrt (n) /s #testovacia Statistika
> KH <- gt (l-alpha,n-1) #kritickd hodnota
> ¢ (TS, KH)

[1] 2.893735 1.647913

Odpoved:

> 1f (TS > KH)

+ cat("TS > KH, zamietame HO\n") else
+ cat ("TS < KH, zamietame HI1\n")

TS > KH, zamietame HO

Na hladine vyznamnosti 5% zamietame hypotézu o rovnosti strednych hodnét, teda pri-

tomnost fabriky pravdepodobne zvysuje spotrebu alkoholu v meste.

11.2.4 Testovanie odl'ahlych hodnét

Grubbsov a Dixonov test. Zistovala sa hmotnost porobeténovych tvarnic. Vo vysled-
koch (v kg)

5.83 5.80 5.85 5.88 5.84 5.83 5.98 5.78 5.82 5.81 5.86 5.82

vzbudila hodnota 5.98 podozrenie, ze ide o hrubti chybu merania. Zistite

a) Grubsovym T-testom,

b) Dixonovym Q-testom

na hladine vyznamnosti 0.01, ¢i hodnotu treba zo suboru vylucit.

Riesenze:

>y <- ¢(5.83,5.80,5.85,5.88,5.84,5.83,5.98,5.78,5.82,5.81,5.86,5.82)
> alpha <- 0.01

> n <- length(y)

> a <- mean(y)

> s <= sd(y)

Usporiadajme si vektor merani vzostupne (od najmensieho po najvacsi prvok)

> z <- sort(y); z
[1] 5.78 5.80 5.81 5.82 5.82 5.83 5.83 5.84 5.85 5.86 5.88 5.98
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a) V pripade najvicsej hodnoty z, testovaciu Statistiku G = 222

> G <- (z[n]l-a)/s; G
[1]

1] 2.705069

porovnavame s kritickou hodnotou, ktortt mozno najst v tabulkach pre Grubbsov test (kG

= 2.551), alebo priblizne vypocitat (pre jednostranny test nasledovne)

> kG <- (n-1)/sgrt(n) * sqgrt (gt (alpha/n,n-2)"2/(n-2+gt (alpha/n,n-2)"2)); kG
[1] 2.549417

b) Pri Dixonovom teste netreba a ani s, jeho sila je vSak mensia. Testovaciu Statistiku
Q — Zn—Zn—1
Zn—21

<= (z[nl-z[n-11)/(z[nl-2z[1]); Q
0.5

— V
il ©)

1

porovnavame s tabelovanou kritickou hodnotou kQ = 0.482 (test je iba obojstranny).

V oboch testoch vysla testovacia statistika vacsia ako kritickd hodnota, preto hodnotu

2, = 5.98 vylic¢ime so suboru merani.

Poznamka k rieSeniu:

V R existuje kniznica funkeii (treba ju doinstalovat) pre testovanie odl'ahlych hodnot,

> library (outliers)

a ta obsahuje aj obidva uvedené testy. Kritické hodnoty ziskame prikazmi

> ggrubbs (l-alpha, n, type=10)

> gdixon (alpha, n, type=10)

Cely test vykonaju funkcie

> grubbs.test (y, type = 10)
Grubbs test for one outlier
data: vy

G = 2.7051, U = 0.2743, p-value = 0.002613
alternative hypothesis: highest wvalue 5.98 is an outlier
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> dixon.test (y, type = 10)
Dixon test for outliers

data: vy
Q0 = 0.5, p—value = 0.0144
alternative hypothesis: highest wvalue 5.98 is an outlier

Argument type=10 spdsobi testovanie iba jednej hodnoty. Ci pojde o maximum alebo
minimum, o tom rozhodne program sam, prepina¢om opposite = TRUE mozeme toto
rozhodnutie zmenit. Vystupom funkcii je okrem testovacej Statistiky aj p-hodnota (p-
value) a znenie alternativnej hypotézy. Tu ,prijimame®, ked je p-hodnota vicsia ako

vopred stanovena hladina vyznamnosti a.

11.3 Priklady pre pokrocilych

11.3.1 Komplexny priklad

Test dobrej zhody, jedno- a dvojvyberovy test. Vyrobca automobilov A testo-
val spotrebu na 100 km pri jednom type jeho automobilov. Bolo testovanych celkom 50

automobilov. Namerané spotreby st

> a <-c¢(7.7,6.8,5.0,9.8,7.4, 8.7,6.3,8.0,8.6,6.4, 8.5,7.7,7.7,7.9,7.7,
+ 9.3,6.0,7.0,6.3,6.7, 6.3,6.5,8.7,6.7,7.6, 6.7,7.5,9.6,7.2,6.6,

+ 7.3,7.2,6.3,6.6,5.6, 6.4,8.4,7.7,7.3,7.4, 6.6,8.8,9.2,9.8,7.6,

+ 7.5,8.1,8.6,6.8,8.8)

a) Aka bola priemerna spotreba a jej rozptyl?

> cat (mu <- mean(a), sigma <- sd(a), "\n")
7.498 1.104257

b) Chi-kvadrat testom testujte hypotézu HO, Ze spotreba ma Normalne rozdelenie s pa-

rametrami z bodu a).

> histogram <- hist (a, breaks=5, plot=FALSE)
> hranice <- histogramS$Sbreaks
> poc_skutocne <- histogram$counts

> cat (hranice, "\n", poc_skutocne, "\n") fhranice tried a skuto¢né pocetnosti
56 78 9 10

316 17 95
> m <- length(hranice) - 1; n <- length(a) #pocet tried; rozsah suboru

> hranice[l] <- —-Inf; hranice[m+1l] <- Inf
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> poc_teoreticke <- diff (pnorm(hranice, mean=mu, sd=sigma)) *n
> cat (hranice, "\n", poc_teoreticke, "\n") fhranice tried a teoretické pocetnosti
-Inf 6 7 8 9 Inf
4.372961 11.92710 17.46509 11.89061 4.344241
> stat <- sum((poc_skutocne-poc_teoreticke)"2/poc_teoreticke) #chi~2 Statistika
> 1 - pchisg(stat, df=m-2-1) #p-hodnota > 5 %, preto HO nezamietame
[1] 0.2676748
> chisqg.test (poc_skutocne, p=poc_teoreticke/n)Sp.value
[1] 0.6204655

Pozn.: Vstavana funkcia chisqg.test uvazuje iba s m—1 stupiiami volnosti (akoby parametre rozdelenia

boli zname), preto p-hodnotu vypocita nespravne.

c¢) Prijali sme hypotézu HO (namerané hodnoty spotreby maji Normalne rozdelenie).

Urcite nezname parametre Normélneho rozdelenia a ich intervaly spolahlivosti.

#bodovy odhad strednej hodnoty a s.odchylky
cat (mu, sigma,"\n")
.498 1.104257

#intervalovy odhad
cat ("mu: [",mu+c(-1,1)*gt(1-0.05/2,n-1)+*sigma/sqgrt (n-1),"]1\n")
mu: [ 7.180987 7.815013 ]
> cat ("sigma: [",n*sigma”2/gchisg(c(1-0.05/2,0.05/2),n-1),"]1\n")
sigma: [ 0.8682297 1.932161 ]

V V. 3V V

d) Vyrobca automobilov B uviedol na trh novy automobil rovnakej triedy ako vyrobca
A a tvrdi, Ze jeho automobil ma niz$iu spotrebu. Za rovnakych podmienok boli pri 30

automobiloch vyrobcu B namerané spotreby:

.1,7.5,

> b <= c(8.9,6.1,
5. 1.1,7 )

7.6,6.5, , 6.7,7.1,6.1,10.1,5.1, 6.6,5.8,7.7,
+ 6,9.4,11.1,7.4,1 9,7.9

, 8.4 8,7.7,6
0.0, 5.3,7.3,6.7,3.8,6.7, 8.6,6.9,7.9,7.5,7.1

Predpokladajme (a pripadne Shapirovym-Wilkovym testom normality skontrolujte), ze

aj tato spotreba ma normaélne rozdelenie pravdepodobnosti. Ma vyrobca B pravdu?

> shapiro.test (b)$p.value #test normality (nevyZzaduje triedenie), nezamietame HO
[1] 0.6573306
> var.test (a, b)S$p.value ##test rovnosti rozptylov, zamietame HO

1] 0.02445645

[

> #test rovnosti strednych hodnot, zamietame H1: mu(a)>mu(b)

> t.test (a, b, alternative="greater", var.equal=(.Last.value>0.05))Sp.value
[1] 0.2305746

Vyrobca B s 95% pravdepodobnostou nemé pravdu.

e) Vyrobca A sa rozhodol vybavit svoje automobily novym typom karburatora, ktory
by mal vyznamne znizit spotrebu paliva. Testoval ho na prvych 10 automobiloch s vysled-

kami:
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> al <- ¢(7.4,6.5,5.1,9.6,7.3, 8.5,6.3,8.0,8.4,6.3)

Ma skuto¢ne novy karburator vplyv na znizenie spotreby?

> #parovy t-test, prijimame H1: mu(a’)>mu(al)
> t.test(al[l:10], al, alternative="greater", paired=TRUE)

Paired t-test

data: a[l1l:10] and al
t = 3.0736, df = 9, p-value = 0.006638
alternative hypothesis: true difference in means 1s greater than 0
95 percent confidence interval:

0.05246801 Inf

sample estimates:
mean of the differences

0.13

Novy karburator méa vplyv na zniZzenie spotreby.

11.3.2 Testy dobrej zhody — jednovyberové a parové

Kolmogorovov-Smirnovov test. Student informatiky mal naprogramovat generator
nahodnych ¢isel. Jeho algoritmus je vsak prilis pomaly, k dispozicii je preto iba prvych

desat vygenerovanych hodnot:

> a <- c(0.42, 0.93, 0.30, 0.89, 0.24, 1.00, 0.80, 0.66, 0.79, 0.90)

Rozhodnite, ¢i vyber je na hladine vyznamnosti 10 % naozaj z R(0,1), teda rovnomerného

rozdelenia na intervale [0,1].

> ks.test (a, "punif",min=0, max=1) #punif - distribu¢né fcia rovn. (uniform) rozdelenia
One-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: a
D = 0.39, p-value = 0.07018
alternative hypothesis: two-sided

Algoritmus mozno na hladine 10 % vyznamnosti povazovat za generator ndhodnych ¢isel

s R(0,1) rozdelenim (no na zvycajnej 5 % hladine by uz testom nepresiel).

x? test. Bolo urobenych 120 pokusov s klasickou hracou kockou, pozorované podet-
nosti boli zapisané do tabulky (prvy riadok tvoria hodnoty premennej ,,x“, druhy riadok

pocetnost ,,poc”). Na hladine vyznamnosti 0.01 overte podozrenie, Ze kocka je falo$na.
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> x <= c¢c(1,2,3,4,5,6)
> poc <- c¢(13,17,22,13,13,42)

Budeme testovat hypotézu HO, Ze rozdelenie pravdepodobnosti je rovnomerné s pravde-
podobnostami 1/6, oproti alternative, ze nie je.
> chisqg.test (poc, p=rep(l/6,6)) #zamietame HO a teda kocka je falosSnéa
Chi-squared test for given probabilities
data: poc

X-squared = 32.2, df = 5, p-value = 5.423e-06

Pozn.: Ak st z merania k dispozicii iba ,surové” data, rieSenie zahifia aj vytvorenie tabulky pocetnosti
pomocou table(), teda cely zapis bude (zjednodusgene)

chisqg.test (table( c¢(1,6,6,2,3,1,4,...) ), p=rep(l/6,6))

Wilcoxonov test. V podniku uvazuju o zavedeni nového databézového systému. Aby
rozhodli medzi dvoma kandidatmi A a B, je zostavené séria desiatich najbeznejsich po-

ziadaviek na systém a meria sa ¢as ich vybavenia (v sek.):

a <- c(0.18,2.45,5.32,1.38,0.47,0.83,0.57,0.55,1.04,1.94)
b <- ¢(0.17,2.65,5.56,1.47,0.46,0.86,0.53,0.56,1.15,2.11)

Rozhodnite, ktory databazovy systém je pre potreby podniku efektivnejsi.

> shapiro.test (b) $p.value #test normality
[1] 0.00883098
> wilcox.test (a-b, conf.int=T) #to iste ako: wilcox.test(a,b,paired=T,conf.int=T)

Wilcoxon signed rank test

data: a - b
V = 8, p-value = 0.04883
alternative hypothesis: true location is not equal to O
95 percent confidence interval:
-1.550000e-01 -1.387779%9e-17
sample estimates:
(pseudo)median
-0.08

Pozn.: Problém s vypoc¢tom presnej p-hodnoty nastane, ak sa vyskytnt nulové alebo rovnaké rozdiely
(a —b). Vtedy nevypocita ani interval spolahlivosti.

Na zaklade zamietnutia hypotézy o norméalnom rozdeleni stitboru sme pouzili neparamet-
ricky, jednovyberovy Wilcoxonov test. Z vyznamne zaporného stredného rozdielu a — b

vyplyva, ze databazovy systém A je efektivnejsi.
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11.3.3 Testy dobrej zhody — dvojvyberové

t-test, Wilcoxon, Kolmogorov-Smirnov. Na porovnanie presnosti dvoch dialkomer-
nych pristrojov sa rovnaka vzdialenost merala 15-krat prvym a 20-krat druhym pristro-

jom, pricom odchylky od 100m boli tieto (v cm):

a <-c¢(-0.13,-0.13,0.15,-0.03,-0.27,-0.22,0.30,0.24,-0.28,0.14,
0.14,-0.34,0.12,0.35,0.47)

b <- ¢(-0.17,-0.36,-0.03,0.31,-0.09,0.21,-0.06,-0.38,0.30,-0.39,
-0.34,-0.31,-0.36,0.23,-0.09,0.05,-0.17,-0.34,-0.18,0.12)

+ VvV + VvV

Otestujte, ¢i obidva pristroje meraja s rovnakym rozptylom (vnatorna presnost pristroja,

precision). Je pravda, Ze prvy pristroj meria presnejsie (vonkajsia presnost, accuracy)?

> cat("a: ", mean(a),sd(a), " b: ", mean(b), sd(b),"\n") #bodové odhady
a: 0.034 0.2535125 Db: -0.1025 0.2388321

a) Test na posidenie vnutornej presnosti

> var.test (a, b) #test rovnosti rozptylov
F test to compare two variances

data: a and b
F=1.1267, num df = 14, denom df = 19, p-value = 0.7934
alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1
95 percent confidence interval:

0.425668 3.223211

sample estimates:
ratio of variances

1.126713

Rozptyly oboch stuborov sa zjavne rovnaju, teda dialkomery maji rovnaka vndtorni
presnost. Tento fakt vyuZzijeme v nasledujicom parametrickom teste rovnosti strednych

hodnét dvoch vyberov (t-test).

b) Testy na posudenie vonkajsej presnosti (Pre porovnanie odchyliek je potrebné zjed-

notit smer vzdialenosti od nuly):

> a <- axsign(mean(a)); b <- bxsign (mean (b)) #znamienkové Skalovanie
> t.test(a, b, var.equal=T, alternative="less")

Two Sample t-test
data: a and b

t =1.63, df = 33, p-value = 0.9437
alternative hypothesis: true difference in means is less than O
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95 percent confidence interval:
-Inf 0.2782194
sample estimates:
mean of x mean of y
0.0340 -0.1025

> wilcox.test (a, b, alternative="less") #‘Mann-Whitney’ test
Wilcoxon rank sum test with continuity correction

data: a and b
W = 199.5, p-value = 0.9523
alternative hypothesis: true location shift is less than O

Warning message:

In wilcox.test.default (a, b, alternative = "less")
cannot compute exact p-value with ties

> ks.test (a, b, alternative="greater")

Two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: a and b
D"+ = 0, p-value =1
alternative hypothesis: the CDF of x lies above that of y

Warning message:
In ks.test(a, b, alternative = "greater")
cannot compute correct p-values with ties

Pozn.: Alternativa ,less“ v prvych dvoch testoch znamena nerovnost H1 : p(a) < p(b). V poslednom teste
to zodpoveda hodnote ,greater, ¢o znammena, Ze (graf) distribu¢na funkcia rozdelenia pravdepodobnosti
prvého siboru lezi nad distr. funkciou druhého.

Vsetky testy na obvyklych hladinach vyznamnosti (5 % aj 10 %) zamietaja alternativnu

hypotézu, teda nemozno povedat, Ze by prvy pristroj bol presnejsi.

11.3.4 Analyza rozptylu (ANOVA), viacvyberové testy

1-faktorovdi ANOVA, Kruskall-Wallis, Tukey Bola testovana u¢innost troch druhov

insekticidov (A,B,C), vysledkom je pocet kusov usmrteného hmyzu v kazdom pokuse.

A <= c(7,7,4,5); B <= c(9,10,14,11); C <- c(6,4,2,4)

a) Na hladine 0.05 rozhodnite, ¢ v8etky tri druhy maja rovnaka aéinnost.

#vektor merani G¢innosti a ich prisluchajuce triedy (typy) insekticidov
> Ucinnost <- c¢(A,B,C)
> Insekticid <- factor( c(rep("A",4),rep("B",4),rep("C",4)) )
> ANOVA <- aov (Ucinnost ~ Insekticid) #1. rieSenie pomocou analyzy rozptylu
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> summary (ANOVA)

Df Sum Sg Mean Sg F wvalue Pr (>F)
Insekticid 2 106.167 53.083 16.617 0.0009519 x#*=*
Residuals 9 28.750 3.194

Signif. codes: 0 ‘Yxxx’ 0.001 ‘xx’” 0.01 ‘" 0.05 *.” 0.1 ' 1
>kruskal.test (Ucinnost, Insekticid) #2. rieSenie pomocou Kruskal-Wallis testu

Kruskal-Wallis rank sum test

data: Ucinnost and Insekticid
Kruskal-Wallis chi-squared = 8.4947, df = 2, p-value = 0.01430

V obidvoch rieseniach zamietame hypotézu HO o rovnosti strednych hodnét, teda dané

druhy insekticidov nemaju rovnaka aéinnost.

b1l) Pomocou Tukeyho metody rozhodnite, ktoré triedy sa odliguju.

> tapply (Ucinnost, Insekticid, mean) #triedne priemery
A B c
5.75 11.00 4.00
> TukeyHSD (ANOVA) #insekticid typu B je vyrazne G¢innejsi nez ostatné dva

Tukey multiple comparisons of means
95% family-wise confidence level

Fit: aov(formula = Ucinnost ~ Insekticid)
SInsekticid
diff lwr upr p adj

B-A 5.25 1.721428 8.778572 0.0062697
C-A -1.75 -=5.278572 1.778572 0.3882270
C-B -7.00 -10.528572 —-3.471428 0.0009429

> plot (TukeyHSD (ANOVA) ) #grafické znézornenie konfiden¢nych intervalov z Tukeyho testu

b2) O odlisnosti konkrétnych tried sa presvedéte aj pomocou t-testu porovnanim po

dvojiciach.

test homogenity (rovnosti disperzif)
> bartlett.test (list (A,B,C)) #alebo: bartlett.test(Ucinnost ~ Insekticid)

Bartlett test of homogeneity of wvariances

data: list (A, B, C)
Bartlett’s K-squared = 0.3973, df = 2, p-value = 0.8199

> pairwise.t.test (Ucinnost, Insekticid,
+ p.adjust.method = "bonferroni", wvar.equal = TRUE)

Pairwise comparisons using t tests with pooled SD

data: Ucinnost and Insekticid
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Differences in mean levels of Insekticid

Obr. 11.3.1: konfiden¢né intervaly rozdielov strednych hodnot

A B
B 0.0074 -
C 0.5985 0.0011

P value adjustment method: bonferroni

Pozn.: p-hodnotu je treba prisposobit va¢siemu pocétu vyberov - pouZili sme Bonferroniho metédu

Rovnost strednych hodnét je v oboch testoch zamietnuté pre dvojice A-B, B-C. Z toho
vyplyva, ze insekticid typu B je tc¢innejsi ako ostatné dva, ktoré su na tom s uc¢innostou

rovnako.

2-faktorova ANOVA s interakciami Skumala sa adaptabilita potkanov v laboratérnom
bludisku v zavislosti od genetickej dispozicie a motivacie. Tri druhy potkanov (A,B,C),
dva druhy navnad (zemiak a syr), vysledok kazdého merania predstavuje pocet pokusov

(skore) potrebnych na zvladnutie cesty az k navnade.

> adaptabilita <- data.frame (

+ Skore = c(4,4,2,3,6,4,6,8,5,4,8,11),

+ Navnada = c(rep("zemiak",6),rep("syr",6)),

+ Rasa = c("A","A","B","B","C","C","A","A","B","B","C","C")
+ ) #namerané udaje je vyhodné ulozit do ’data.frame’ objektu

a) Ktoré faktory maju vplyv na rychlejsie u¢enie potkanov?
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b) Majua jednotlivé druhy odlisné preferencie navnad?

> with (adaptabilita, tapply (Skore,list (Navnada,Rasa),mean)) #triedne priemery
A B C
Syr 7 4.5 9.5
zemiak 4 2.5 5.0
> ANOVA <- aov (Skore ~ Navnada *» Rasa, data = adaptabilita)
> summary (ANOVA)
Df Sum Sg Mean Sg F wvalue Pr (>F)
Navnada 1 30.0833 30.0833 19.0000 0.004776 #*x*
Rasa 2 28.1667 14.0833 8.8947 0.016044 =
Navnada:Rasa 2 3.1667 1.5833 1.0000 0.421875
Residuals 6 9.5000 1.5833

Signif. codes: 0 ‘Yxxx’ 0.001 ‘xx’ 0.01 «’ 0.05 .7 0.1 7 1

Na efektivitu u¢enia ma vplyv okrem navnady aj genetika (v ramci skimanych druhov).

Interakcia medzi tymito dvoma faktormi sa nepotvrdila.

11.3.5 Kontingen¢na tabulka

x? test nezavislosti. Farmaceuticki firma sa dostala k dotazniku 32 pacientov, do
ktorého sa okrem odpovedi zapisovali aj vysledky zdravotnickych vySetreni. Zaznamy
boli zostavené do stlpcov tabulky, kde kazdy riadok zodpovedé jednému pacientovi. Pre
marketing firmy je zaujimavy najmé suvis ndzoru na jednu konkrétnu otazku so sys-
tolickym tlakom. Stipec zodpovedajtici ndzoru obsahuje skratky ,s* (sthlasi), ,,v** (vaha),

,0° (nesthlasi). Normalny systolicky tlak je v rozmedzi 101 — 140.

", lln", "V", "S“,

ndzor <- c("v","s","n","s","n","s","n","v","s","v","v", "s
"s","n","n","s","v","s","n","n", "v", "n", "s", "n", "s","v", "n","s","v")
tlak <- c(180,158,159,134,70,150,113,118,79,138,140,133,100,132,83,
149,73,99,87,122,166,85,135,71,115,155,173,146,172,84,152,139)

+ VvV + VvV

Moézme pri hladine vyznamnosti 0.05 tvrdit, Ze suvis existuje?

> tlak <- cut(tlak,

+ breaks=c (0,100,140, max (tlak)),

+ labels=c ("nizky", "normdl", "vysoky")) #triedenie kvantit. premennej
> nazor <- factor (ndzor,

+ levels=c("s","v","n"),

+ labels=c ("suhlas", "vdhanie", "nesthlas"))

>

table (ndzor, tlak) #kontingen¢né tabulka
tlak
nazor nizky normdl vysoky
sthlas 3 2 7
vadhanie 1 6 2

nesuhlas 6 3 2
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Kontingencéna tabulka dava tusit, Ze pocetnosti su prili§ malé (<5) pre spolahlivost nasle-

dujtceho chi-kvadrat testu nezavislosti, pouzijeme ho aspon ilustrac¢ne.

> chisqg.test (.Last.value) #.Last.value odkazuje na kontingen¢ni tabulku
Pearson’s Chi-squared test

data: .Last.value
X-squared = 10.4441, df = 4, p-value = 0.03358

Warning message:
In chisqg.test (.Last.value) : Chi-squared approximation may be incorrect

Zamietame HO o nezavislosti, takze nazor na danu tému stvisi s krvnym tlakom — Zeby

politika? :).

11.3.6 Korelacia a regresia

Test vyznamnosti Spearmanovho korela¢ného koeficientu. Bolo sledovanych 10
7iakov, na zéaklade psychologického vySetrenia boli tito Ziaci zoradeni podla psychickej
lability (¢im labilnejsi, tym vysSie poradie). Okrem toho dostali poradie aj na zéklade

svojich vysledkov v matematike (najlepsi dostal poradie 1).

> labilita <- ¢(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10)
> matematika <- ¢(9,3,8,5,4,2,10,1,7,6)

Testom vyznamnosti Spearmanovho korela¢ného koeficientu otestujte zavislost medzi

labilitou a matematickym myslenim.

> cor.test (labilita, matematika, method = "spearman")
Spearman’s rank correlation rho

data: labilita and matematika
S = 186, p-value = 0.7329
alternative hypothesis: true rho is not equal to 0
sample estimates:
rho
-0.1272727

Pozn.: Vstupné data nemusia byt zadané vo forme poradi, algoritmus vypo¢tu Spearmanovho korela¢ného
koeficientu tato konverziu implicitne zahfna.
Funkcia je pouZitelné aj pre testovanie Pearsonovho & Kendallovho koeficientu korelacie.

Suvis medzi psychickou labilitou a matematickym nadanim sa nepotvrdil.
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Linearna a nelinearna regresia, predpoved’. Vedenie podniku zamysla investo-
vat do ndkupu najmodernejsich atrakcii s cielom zvysit svoje zisky. K rozhodnutiu v8ak
pristupi az po vypracovani analyzy, ktorej cielom je zistit, ¢ zavedenie novych atrakcii
prilaka postacujuci pocet navstevnikov. Z 11 roc¢nej historie zabavného parku st znédme
udaje o pocte atrakcii a zodpovedajicom priemernom tyzdennom pocte navstevnikov
(v tisicoch):

> atrakcie <- ¢(13,15,17,17,19,21,23,25,28,32,39)
> navstevnost’ <- ¢(8,10,11,13,13,16,18,19,19,20,21)

a) Odhadnite parametre linedrnej regresnej funkcie. S rizikom 5 % overte, ¢i pocet

atrakeii Statisticky vyznamne ovplyviuje navstevnost (na zéklade sklonu regresnej priamky).

> m.lin <- lIm(navstevnost’ ~ atrakcie)
> summary (m.lin)

Call:
Im(formula = nédvsStevnost’ ~ atrakcie)
Residuals:

Min 10 Median 30 Max

-2.7662 -1.3282 -0.1329 1.2600 2.5385

Coefficients:

Estimate Std. Error t wvalue Pr(>|t])
(Intercept) 3.52344 1.83337 1.922 0.0868
atrakcie 0.51904 0.07687 6.752 8.34e-05 *x*xx*

Signif. codes: 0 ‘“x%x" 0.001 ‘xx’ 0.01 ‘" 0.05 .7 0.1 Y " 1

Residual standard error: 1.915 on 9 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8351, Adjusted R-squared: 0.8168
F-statistic: 45.59 on 1 and 9 DF, p-value: 8.345e-05

Sklon regresnej priamky (0.51904) je Statisticky vyznamny (p-hodnota=8.34e-05 < 0.05).

> cbind(bod.odhad=coef (m.1lin),confint (m.1lin)) #bodovy a int. odhad parametrov
bod.odhad 2.5 % 97.5 %

(Intercept) 3.5234398 -0.6239312 7.6708108

atrakcie 0.5190448 0.3451502 0.6929394

> plot (atrakcie,ndvstevnost’)

> #interval spolahlivosti pre regresnd priamku

> matlines (atrakcie,predict (m.1lin, interval="confidence"),lty=c(1l,2,2),col=1)

> #interval spolahlivosti okolo regresnej priamky

> matlines (atrakcie,predict (m.lin, interval="prediction") [,-1],

+ lty=c(3,3),col=1)

Warning message:

In predict.lm(m.lin, interval = "prediction")

Predictions on current data refer to _future_ responses
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Obr. 11.3.2: Pasy spolahlivosti ,pre” (---) a ,,0kolo“ (- - -) regresnej priamky

b) Spomedzi bezne pouzivanych nelinearnnych regresnych funkcii (exponencialna, re-
ciproké, logaritmické, mocninova, ...) zvolte taku, ktora najlepsie vystihuje pozorované
udaje.
> vzt’ah <- eval (substitute (

+ c(y~%, log(y)~x, y~I(1/x), I(1/y)~x, log(y)~log(x), y~log(x)),

+ list (y=quote (ndvstevnost’),x=quote (atrakcie))

+ )) #zasobnik vyrazov

> sapply (vzt’ah, function(x) summary.lm(lm(x))Sr.squared)

[1

] 0.8351389 0.7689090 0.9590315 0.6849710 0.8813736 0.9232924
> m.nelin <- Im(vzt’ah[[which.max(.Last.value)]])

Na zéklade indexu determinacie (R?) najvhodnejsia je reciproka funkcia y = a + b 1/x.

c¢) Aku navstevnost s pravdepodobnostou 0.9 moze vedenie parku v priemere o¢akéavat,

ak zvysi pocet atrakcii na 427

> predict (m.nelin, newdata=data.frame (atrakcie=42),interval="prediction", level=0.

> atrakcieP <- append(atrakcie, 42)
> matplot (atrakcieP,

cbind (

predict (m.nelin,

+

+
+ newdata=data.frame (atrakcie=atrakcieP),
+ interval=c ("confidence"),

+ level=0.9),

+ predict (m.nelin,

+ newdata=data.frame (atrakcie=atrakcieP),
+ interval=c ("prediction"),

+ level=0.9)[,-11),
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Obr. 11.3.3: Nelinearna regresia — pasy spolahlivosti a predpoved

type="1", 1ty=c(1,2,2,3,3),col=1, 1lwd=1,
xlab="atrakcie",ylab="navstevnost’")
points (atrakcie, ndvstevnost’,pch=20)
legend ("bottomright",
c("pozorovania", "regresnad krivka",
"IS pre strednt hodnotu","IS pre individudlne hodnoty"),
pch = ¢(20,-1,-1,-1),1lty=c(-1,1,2,3))

+ 4+ + VvV V o+ o+

Po zvyseni poc¢tu atrakeii na 42 mozno s pravdepodobnostou 90 % ocakavat 20.3 az 24.3

tisic navstevnikov za tyzden, ocakavana navstevnost je 22.3 tisic.

11.3.7 Analyza kovariancie

Skimala sa efektivita dvoch u¢ebnych metéd A a B. Desat studetov bolo nahodne rozde-
lenych do dvoch skupin, v kazdej bola aplikovana ind metéda. Nakoniec kazdy Student
absolvoval vedomostny test vyhodnoteny v percentach. Este pred samotnym experimen-

tom sa Studenti podrobili 1Q testu.

> metdda <- factor( rep(c("A","B"), each=5) )
> vedomosti <- ¢ (73,77,82,90,97, 75,78,87,91,98)
> IQ <- ¢ (75,80,93,100,113, 89,95,114,120,130)

St metody rovnako tspesné?
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Obr. 11.3.4: Zavislost v skupinéach a) Standardnou funkciou a b) z balika ’lattice’

> tapply (vedomosti, metdda, mean)

A B
83.8 85.8
> summary (aov (vedomosti ~ metdéda)) #alebo anova(lm(vedomosti ~ metoda))
Df Sum Sg Mean Sg F value Pr (>F)
metdda 1 10.0 10.0 0.1091 0.7497
Residuals 8 733.6 91.7
> coplot (vedomosti ~ IQ | metdda, panel=panel.smooth, show.given=F)
> lattice::xyplot (vedomosti ~ IQ, groups = metdda,

+ type=c("p","r"), lty=c(2,3), pch=c(l,2), col=1)

Zo suchého porovnania priemerov by sme dedukovali, Ze druha metoda je ,ochlp*
lepsia, pre ANOVA vsak uz rozdiely medzi metédami nie st Statisticky vyznamné. Ako
vidiet z grafov zavislosti (obrazok 11.3.4) medzi ziskanymi vedomostami a 1Q je v kazdej
skupine viditelny linearny vztah, ¢o znadi, Ze nestaci iba porovnavat skupinové stredné

hodnoty.

V analyze kovariancie budeme potrebovat naledujtce 3 modely:

> mMREG <- 1lm(vedomosti ~ IQ) #klasicky regresny model bez vplyvu faktora (metody)
> mMANCOVA <- 1lm(vedomosti ~ metdda + IQ) #jednoduchy model ANCOVA
> mINTER <- lm(vedomosti ~ metdédda * IQ) #model s interakciami

Pozn.: Alternativny zapis modelu s interakciami: lm(vedomosti metoda + IQ + metoda:1Q)

Testovanie hypotézy rovnobeznosti a sklonu regresnych priamok v skupinach (pred-
poklady ANCOVA).
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zvislica P

Obr. 11.3.5: NaA¢rt zamerania bodu P

> anova (mINTER) #HO: bl = b2 = b (t.j. zmieSany ¢len je v modeli nevyznamny) prijimame
> anova (mANCOVA) #HO: b = 0 (t.j. nie je zavislost medzi vedomostami a IQ) zamietame

Test zhody skupinovych priemerov (hlavny test ANCOVA)

> anova (mREG, mANCOVA) #HO0: al = a2 = 0 zamietame, teda metédy nie su rovnako téinné
> coefficients (1lm(vedomosti ~ metdéda + IQ - 1)) #metéoda A ma vySSiu uspeSnost

Uvéazenim vplyvu faktora ,IQ“ bolo mozné odhalit vplyv faktora , metéody* na vedomosti

Studentov.

11.3.8 Vyrovnanie sprostredkujucich merani a elipsoid spol'ahlivosti

Vyrovnanie sprostredkujtacich merani a elipsoid spolahlivosti 7 dvoch bodov,
ktorych poloha bola uréena metédou GPS (a stradnice transformované do lokalneho ho-
rizontélneho topocentrického sur. systému), sa meral horizontélny uhol, zenitovy uhol
a dve vzdialenosti (podla Obrazku 11.3.5) na bod P. Uhly st dané v gradovej uhlovej
miere (100 g = pravy uhol)

A <- ¢ (100,100,100) #suradnice bodu A a B
B <- c(65.780,212.521,74.669)
kovA <- matrix(c(
10,5,17,
5,10,17,
17,17,100) ,ncol=3) x10"6 #kovarianéna matica urcenia polohy bodu A a B
kovB <- matrix(c(
10,5,17,
5,10,17,

+ 4+ V 4+ + +V VYV
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vV V. V V V V +

17,17,100) ,ncol=3)*10"6
#merané veli¢iny so strednymi chybami:

OA <- 36.9849xpi/200; moA <- 0.0003xpi/200 #horizontalny uhol omegaA
bAP <- 69.9614xpi/200; mbAP <- 0.0005xpi/200 #zenitovy uhol betaAP
SAP <— 98.495; msAP <- 0.002 #vzdialenost z A na P

sBP <- 95.875; msBP <- 0.002 #vzdialenost z B na P

merane <— c(oA,DbAP,sAP,sBP); mmerane <- c (moA,mbAP,msAP,msBP)

Metodou najmensich Stvorcov uréite siradnice bodu P a elipsoid spolahlivosti pre jeho

polohu v danom stradnicovom systéme.

+ + VVVVVVA4++++VV+++VVYV++++VVVVH+VV+++++VV++++V

#Priblizné siradnice bodu P.
PO <= A + c(
sAPxsin (bAP) xcos ( atan2 (B[2]-A[2],B[1]-A[1]) - oA ),
sAPxsin (bAP) *sin( atan2 (B[2]-A[2],B[1]-A[1]) - oA ),
sAP*cos (bAP)
)
#Merané veli¢iny ako funkcie nezndmych parametrov v symbolickom tvare.
merane.expr <— c(

OA = expression (atan((eB-eA)/ (nB-nA))-atan((eP—-eA)/ (nP-nA))),
bAP = expression(atan(sqrt ((nP-nA) "2+ (eP-el)"2)/ (vP-vA))),
SAP = expression (sqrt ((nP-nA) "2+ (eP-eA) "2+ (VvP-vA)"2)),

sBP = expression (sgrt ((nP-nB) "2+ (eP-eB) "2+ (vP-VvB) "2))

)
#Lokélne priradenie hodnot symbolom, klasifikicia nezndmych a danych parametrov.
hodnoty <- data.frame (nP=P0[1],eP=P0[2],vP=P0[3],
nA=A[l],eA=A[2],vA=A[3],nB=B[1],eB=B[2],VvB=B[3])
nezname.symb <- c("nP","eP","vP")
dane.symb <- c("nA","eA","vA","nB", "eB", "VvB")
#Merané veli¢iny vypoc¢tom z pribliznych hodnét neznamych parametrov.
merane.0 <- c(
oA = evalg(atan2 (eB-eA,nB-nA)-atan2 (eP-eA,nP-nA),hodnoty),
bAP = evalg(atan2 (sgrt ((nP-nA) *2+ (eP-eA)"*2),vP-vA),hodnoty),
sAP eval (sAP.expr, hodnoty)
sBP = eval (sBP.expr,hodnoty) )

#Pozn.: Funkcia atan2() riesi uhly v kvadrantoch, no nie je derivovatelna.

#Funkcia pre vytvorenie matice funkénych hodnot ‘fun(xi,yj)¢ pre v8etky kombinécie indexov (i,j)

kombinacie <- function(x,y,fun) {
komb <- expand.grid(x,y)
matrix ( mapply (fun, komb([,1],komb[,2]), nrow=length (x))
}

#Matica planu (regresnd matica) - derivacie funkénych vztahov podla neznamych parametrov.

X <- kombinacie (
l:length (merane.expr),
l:length (nezname.symb),
function (i, j) eval (D (merane.expr[i],nezname.symb[]j]),hodnoty)
)
#Vektor absolutnych ¢lenov.
y <— merane.0 - merane

#Kovarianéna matica meranych parametrov rozsirené o neistotu v uréeni danych parametrov
Sm <- diag (mmerane”2)

Sd <- rbind(cbind(kovA,diag(c(0,0,0))), cbind(diag(c(0,0,0)),kovB))
Z <- kombinacie(

l:length (merane.expr),

l:length (dane.symb),
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lattice::wireframe(v.el~n.elxe.el,
screen = list(z = 120, x= -70),
perspective=F,
xlab="n",ylab="e", zlab="v",
# alpha=0.7, scales = list (arrows = FALSE)
)

+ function (i, j) eval (D (merane.expr[i],dane.symb[j]),hodnoty)
+ ) #derivacie funkénych vztahov podla danych parametrov
> S <— Sm + Z %x% Sd %$x% t (2Z)
> W <— solve(S) #plna vahova matica (inverzna ku kovarianénej matici)
> #0dhad prirastkov neznamych parametrov metédou najmensich stvorcov.
> dP <- solve(t (X) %*% W %$x% X) %$*% TL(X) %$*% W %$+% y
> #Bodovy odhad suradnic bodu P
> P <= PO + dP
> cbind (PO, dP,P)
PO

[1,] 124.7276 -0.0001093047 124.7275
[2,] 184.1757 0.0002155401 184.1759
[3,] 144.7690 0.0009881253 144.7700
> #Elipsoid spol'ahlivosti.
> v <— X $+% dP + vy #opravy meranych veli¢in
> s0 <= c(t(v) %*% W %$*% v)/(length(merane)-length(P)) #jednotkovy rozptyl
> Sn <- s0 * solve(t(X) %*% W %+% X) #kovarianénd matica neznamych parametrov
> Sn * 1076 #v mm~2

[,1] [,2] [,3]
[1,1 0.967758397 -0.006001412 1.009065
[2,] -0.006001412 2.048901669 1.678885
[3,] 1.009065008 1.678885234 7.272656
> polosi <—- sgrt(eigen (Sn)S$values); polosi
[1] 0.002810818 0.001286822 0.000855985
> smery <- eigen(Sn) $vectors #ﬂa%névddonzh@ﬂasﬂpcennmme
> #Vizualizacia.
> phi <- seq(-100,100,10) *pi/200; lambda <- seq(0,400,10)*pi/200
> n.el <- kombinacie(phi,lambda,function(éirka,diéka) c(smery[l,1%*%
+ (polosi*c(cos(éirka)*cos(diéka),—cos(éirka)*sin(diéka),sin(éirka)))))
> e.el <- kombinacie(phi,lambda,function(éirka,diika) c(smery[2,]1%x%
+ (polosi*c(cos(éirka)*cos(diika),—cos(éirka)*sin(diika),sin(éirka)))))
> v.el <- kombinacie(phi,lambda,function(éirka,diéka) c(smery[3,]1%*%
+ (polosixc (cos (8irka) xcos (dlzka), —cos (8irka)*sin(dlZka),sin(8irka)))))
>
+
+
+
+
+

Elipsoid spolahlivosti je zobrazeny na Obrazku 11.3.6.
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Obr. 11.3.6: Elipsoid spolahlivosti v sur. ststave (n,e,v)



Literattra

[1] Andél, J.: Matematicka statistika. SNTL,Alfa, Praha, 1985.

[2] Dallosova, A., Mesiar, R.: Pravdepodobnost a matematicka Statistika. SVST,
Stavebné fakulta, 1987.

[3] Farnsworth, G.V.: Econometrics in R. cran.r-project.org, 2006.
[4] Owen, W.J.: The R Guide. cran.r-project.org, 2007.

[5] Pacakova, V. a kol.: Statistika pre ekonémov: Zbierka prikladov, Iura Edition,
Bratislava, 2005.

[6] Paradis, E.: R for beginners. cran.r-project.org, 2007.
[7] Verzani, J.: Simple R. www.math.csi.cuny.edu/Statistics/R/simpleR/, 2008.
[8] Tichy, Z., Skrasek, J.: Zaklady aplikované matematiky III, SNTL, Praha, 1990.

[9] Zvara, K., étepz’m, J.: Pravdépodobnost a matematicka statistika, Matfyzpress,
Praha, 1997.

Svoj nazor a pripomienky prosim zaslite na tomas.bacigal[ZAVINAC]stuba.sk.

215



